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Es wird gezeigt, wie man den mdglichen EinfluB der Bindungsalternierung auf die Spek-
tren ungesittigter organischer Molekiile storungstheoretisch im Rahmen der Hiickelschen
MO-Methode in einfacher Weise behandeln kann, wobei das Modell mit idealisierter Geometrie
als nullte Niherung dient und das Ausmafl der Bindungsalternierung als natiirlicher Stér-
parameter auftritt. An den diskutierten Beispielen (Polyene, Polymethine und zyklische
Polyene als Modellfille) erkennt man, daB die Stérung 1. Ordnung der langwelligsten Elek-
troneniibergangsfrequenz entweder verschwindet oder einen innerhalb einer Reihe praktisch
konstanten Wert liefert. Die bekannte Tatsache, daB die im Rahmen der Hiickel-Methode
berechneten Frequenzen gegen die experimentellen aufgetragen i. a. Regressionsgeraden er-
geben, die nicht durch den Nullpunkt gehen, 148t sich so, jedenfalls z. T., verstehen. Besondere
Beachtung findet die Diskussion der Konvergenz der Stérungsentwicklung.

It is shown how the possible effect of bond alternation on the spectra of unsaturated
molecules can be accounted for in a simple way by a perturbation treatment in the framework
of the Hiickel MO-scheme. In zeroth approximation one assumes idealized geometry and the
measure of bond alternation appears as a natural perturbation parameter. One sees from the
examples discussed here in detail (polyenes, polymethines, and cyclic polyenes) that the 1st
order perturbation correction to the largest wave length absorption frequency either vanishes
or is roughly constant within a series. The known fact that absorption frequencies calculated
by the Hiickel method versus the experimental ones can in general be fitted by a regression
line that does not pass the origin, finds a partial explication. Special attention is given to the
problem of convergency of the perturbation series.

11 est demontré comment on peut tenir compte de I'influence possible de Ialternance des
liaisons sur les spectres des molécules organiques non saturées. On commence par idéaliser la
géométrie et fait intervenir une mesure de P'alternance comme parameter naturel de la pertur-
bation. Les exemples étudiés en detail (les polyenes, les polymethines et les polyenes cycliques)
suggerent qu’il y a deux classes de molécules dont pour les unes il n'y a pas de correction de
perturbation du premier ordre aux plus basses fréquences de transition electronique tandis
que pour les autres ces corrections sont & peu prés constantes pour une serie. Cela explique en
partie le fait que les lignes de régression entre les fréquences calculées par la methode de
Hiickel et les valeurs experimentales correspondantes ne passent en general pas Uorigine. Le
probléme de la convergence de la serie de perturbation est discuté en particulier.

1. Einleitung

Im Sinne der Hiickelschen MO-Methode konjugierter organischer Systeme [18]
sollte fiir eine gegebene Verbindungsklasse die Frequenz v des langwelligsten
Elektroneniibergangs (oder genauer das Mittel von Singlett-Singlett und Singlett-
Triplett-Ubergang) niherungsweise proportional der Energiedifferenz 8 (x4 — )
zwischen hochsten besetzten und niedrigsten unbesetzten MO sein. Es zeigt sich
indessen (vgl. z. B. [15, 2022, 507), dall man in vielen Fillen eine wesentlich
geringere Streuung zwischen theoretischen und experimentellen Werten erhalt,
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wenn man statt der einfachen Proportionalitit zwischen » und (z, — ) eine Be-
ziehung der folgenden Form ansetzt:

V=0 (% —a7) + b (1)

wobei  und b als empirische Parameter aufzufassen sind.

Das Auftreten eines konstanten Gliedes b ist im Rahmen der Hiickel-Theorie
eigentlich unverstindlich. Dall die Beziehung (1) besser ist als eine solche mit
verschwindendem b, beruht offenbar auf einem der beiden folgenden Effekte:

1. Bindungsalternierung. In einigen Verbindungsklassen, z. B. den Polyenen,
findet man abwechselnd kurze und lange Bindungen [24, 35, 51]. Dieser Tatsache
wird in der Hiickel-Theorie bei Verwendung eines einzigen Resonanzintegrals f
fir sdmtliche Bindungen nicht Rechnung getragen. Wie KurnN [23] mit Hilfe des
Elektronengasmodells zeigen konnte (vgl. auch [7, 10, 32, 37]), lassen sich die be-
sonderen Eigenheiten im Spektrum der Polyene (im Gegensatz etwa zu den Cyani-
nen) verstehen, wenn man die Bindungsalternierung durch ein periodisches
Potential beriicksichtigt.

2. Elektronenwechselwirkung. Insbesondere KourmEcky u. Mitarb. [20—22]
fanden an einer groBen Zahl von alternierenden und nichtalternierenden ring-
formigen und kondensierten Kohlenwasserstoffen, daf sich eine Gerade durch den
Nullpunkt ergibt, wenn man die nach der Pariser-Parrschen-Methode berechneten
Ubergangsenergien gegen die experimentell gefundenen auftrigt — selbst dann,
wenn man mit idealisierter Geometrie, d. h. gleichen C-C-Absténden, rechnet.
Nur bei Verbindungen mit ausgeprigter Bindungsalternierung wie den Polyenen
ergibt sich auch bei Beriicksichtigung der Elektronenwechselwirkung eine Be-
ziehung der Form (1) mit nicht verschwindendem b. Bei aromatischen Kohlen-
wasserstoffen hat demnach die Bindungsalternierung — soweit sie auftritt —
offenbar keinen wesentlichen Einflufl auf das Spektrum.

Es soll in dieser Arbeit gezeigt werden, dafl im Rahmen einer stérungstheoreti-
schen Version der Hiickel-Theorie die Bindungsalternierung bei keftenférmigen
Verbindungen mit einer geraden Zahl von C-Atomen in erster Néherung zum Auf-
treten einer (von der Kettenlinge unabhingigen) Konstante b in Gl (1) fithrt,
wenn § (xg — %7) die ohne Beriicksichtigung der Bindungsalternierung berechnete
Differenz zwischen der jeweiligen Energie des hochsten besetzten und niedrigsten
unbesetzten Orbitals und £ der Mittelwert der Parameter fiir kurze und lange Bin-
dungen ist. Mit anderen Worten: in erster Néherung kann man die Bindungs-
alternierung unberiicksichtigt lassen, sofern man statt der Proportionalitét zwi-
schen v und (z, — @) eine Beziehung (1) ansetzt und die Konstante b empirisch
bestimmt. In der gleichen Niherung der Storungsrechnung 1. Ordnung ergibt
sich fur ringférmige Polyene und fiir ungeradzahlige Ketten, dafi die Bindungs-
alternierung ohne EinfluB} auf das Spektrum ist.

Die storungstheoretische Beriicksichtigung der Bindungsalternierung ist
nicht unbedenklich, da die Stérungsentwicklung einen endlichen Konvergenz-
radius hat, der sowohl vom Ausmal der Alternierung als von der Kettenlinge
(bzw. Ringgrofle) abhingt. Dieses Ergebnis ist interessant auch im Hinblick auf
Anwendungen der stérungstheoretischen Version der Hiickelschen MO-Methode
[5, 11, 29] auf chemische Probleme, wie sie, insbesondere von DEWAR [8], empfoh-
len wurden.
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Das hier angegebene Verfahren erscheint geeignet, auch dem mit der Quanten-
chemie weniger vertrauten Chemiker den Einfluf der Bindungsalternierung auf
die Spektren verstindlich zu machen. Es 148t sich auch auf Variationen von
Bindungsldngen von komplizierterer Art als den Fall abwechselnd kurzer und
langer Bindungen ibertragen, wie sie neuerdings bei Ringpolyenen gefunden
wurden [7].

2. Bindungsalternierung als Storung

Unter der Annahme idealisierter Geometrie (d.h. gleicher Bindungsldngen
zwischen benachbarten Atomen) ist im Rahmen der Hiickelschen MO-Theorie
(HMO-Theorie) ein 7z-Elektronensystem mit #» C-Atomen und » z-Elektronen voll-
stdndig durch seine topologische Matrix (Strukturmatrix) 7 [14, 18, 421 charak-
terisiert, deren Matrixelemente Tuy (u,v = 1,2, --- n) gleich 1 sind, wenn das
u-te und y-te Atom benachbart sind, und gleich 0 in allen anderen Féllen. Hetero-
atome kann man durch von 0 verschiedene Diagonalelemente beriicksichtigen.

Die Bindungsalternierung soll ebenfalls idealisiert werden, derart, daffi nur
zwei verschiedene Bindungslingen vorkommen sollen, denen zwei Resonanz-
integrale f8; und f, fiir kurze bzw. lange Bindungen entsprechen. (|, | = | 8, |)-
Wir definieren eine Alternierungsmatrix 9, deren Matrixelemente 4, gleich + 1
sind, wenn zwischen y und » eine kurze Bindung besteht, gleich — 1 fiir eine lange
Bindung und gleich 0 sonst. Bezeichnen wir mit ¢ die Einheitsmatrix und mit «
das Coulomb-Integral und fithren wir ein:

B+ By fr— B,
== d= 5 (2)

so ergibt sich die Hiickelsche Einelektronenenergiematrix zu:

H=aC+BTHOU=Hy+5YU. (3)

Wir teilen die Matrix in einen ungestérten Anteil §,, der idealisierter Geometrie
entspricht, und eine Stérung ¢ % auf, mit § als natirlichem Stoérparameter.
Die Eigenvektoren von §, seien als ¢} bezeichnet, die entsprechenden Eigen-
werte mit . Die ¢ sind gleichzeitig Eigenvektoren von J~ mit den Eigenwerten
0

X

0_ 0.0, o_ .00
Do & =& Tog=aj¢ - (4)
Die Komponenten von ¢} seien (cf,, <+ ¢, * -+ ¢}). Das i-te ungestorte MO
schreibt sich dann:
n
0 0
$; = zci,u X (5)
p=1

wenn y, das 2pn-AO des u-ten Atoms ist.

Die ,ungestorte” spektrale Ubergangsenergie entsprechend dem Ubergang
eines Klektrons aus dem hochsten besetzten Orbital ¢r in das niedrigste unbesetzte
Orbital @g ist:

@ = & — &) = B (xy — 27) . (6)

Hier benutzen wir nach dem Vorschlag von Prarr [36] die Indizes | fiir das
hochste besetzte und g fir das niedrigste unbesetzte MO. Die Stérungsenergie
1. Ordnung dieses Ubergangs ist dann:

h AV = & {3 A & — U D) = 0 {Agy — gy} . (7)
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Fithrt man eine Koordinatentransformation der Alternierungsmaftrix von den
AO’s auf die ungestorten MO’s als Basis durch, so sollen die Matrixelemente in der
neuen Basis als Zij bezeichnet werden. Wenn wir uns im folgenden auf gerad-
zahlige alternierende Kohlenwasserstoffe beschranken wollen, so folgt aus den
Paarungseigenschaften [6], daB

Agg = — Agy
hav®) = — 28 Ay = — 20 S ¢k A, ¢ (8)
s v=1

Die Storung senkt (erhoht) ¢ um den gleichen Betrag, um den sie g, erhoht
(senkt), oder allgemeiner: Die Paarungseigenschaften bleiben bei der Stérung in
1. Niherung erhalten.

Hat man routinemifBig mit idealisierter Geometrie die Eigenvektoren c? be-
rechnet, so ist es ein leichtes, mit Hilfe von GL (7) die Stérung 1. Ordnung zu be-
rechnen.

Die Stérung 2. Ordnung (im Sinne der Rayleigh-Schrédingerschen (R. S.)
Theorie) ergibt sich bekanntlich zu:

nayw —o s L2L g s Ll ©
B(£0) & ~ & E(#0) & T Gk
Ferner 148t sich auch die Storung der Orbitale sowie diejenige der Ladungs-
und Bindungsordnungen storungstheoretisch am besten unter Benutzung der
Bindungs-Atom und Bindungs-Bindungs-Polarisierbarkeiten [5] bestimmen.
Alle diese Anwendungen der Storungstheorie sind nur giiltig, sofern die
Storungsreihe konvergiert [£0]. Sowohl der Konvergenzradius der R.S.-Reihe als
auch Fehlerschranken lassen sich fiir dieses Beispiel aber verhaltnismafig leicht
abschétzen.

3. Polyene in Stérungsrechnung 1. Ordnung
Die Zahl der C-Atome und der z-Elektronen sei n (gerade). Dann ist

i ={1 wenny=py+ 1 u,v=1,2---n
“ 0 sonst

1 wenn y = 2k — 1, v = 2k oder umgekehrt; k= 1,2, - -+ n/2
A,y = 1—1 wenn y = 2k, v == 2k + 1 oder umgekehrt; k= 1,2, --- »/2 — 1.
0 sonst
Die Losungen des ungestérten Problems sind bekannt [26]
o 2 . 4
”’”‘Vmsm P
T . n n
vj=2008 ——j, f=5,9=5 +1 (10)

© — in "
by 4(/3{51112(7”_1).
Die Stérung 1. Ordnung des langwelligsten Ubergangs ergibt sich aus (7), wenn
man die ¢;, aus (10) einsetzt, nach einer elementaren, aber langwierigen Umfor-
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mung zu:

4|49 7 . 7
@) — 2 -1 . 11
h 4y P i P T Y (11)

T 7
s ; i ———— ~ 1 setzen und sin ———— ~
Wenn n geniigend groB ist, kann man cos Sm D om + 2

7T .
PRI Man erhalt

lim b Ay = 8191 m+1_810] (12)

s 00 7+ 1 7 T

Fiir geniigend groBes » ist also die Storungsenergie 1. Ordnung von » unabhéngig.
Eine numerische Auswertung zeigt, dalB bereits fiir » = 10 die Ergebnisse nach
Gl (11) und (12) sich um weniger als 29, unterscheiden. Die Konstante b aus

Gl. (1) kann demnach fiir die Reihe der Polyene mit 81| identifiziert werden

R
(wenn man bereits in dieser Naherung die Ubereinstimmung mit dem Experiment
T 7T
s ™ML
sich um weniger als 19, unterscheiden, so erhilt man fiir die langwelligste Ab-

sorption der Polyene den Ausdruck:

_2|B|a | 8|4
- H 3

erzielen will). Beriicksichtight man ferner, dafl fiir» > 6 sin

hy

Tabelle. In erster storungstheoretischer Ordnung berechnete Absorptionswellenlingen (tn my) der
Polyene, verglichen mit den experimentellen Werten

n Z‘l A/]_ lexp
2 155 143 163
4 217 209 217
6 267 261 268
8 308 303 302
10 341 338 334
12 370 367 364
14 394 392 390
16 415 413 410
18 433 431 439
20 449 448 448 a-Carotin
22 463 462 462 y-Carotin
24 476 475 475 Dehydro-g-Carotin
26 487 486 495
28 497 496 500 Anhydro-escholtzxanthin
30 507 506 504 Dehydro-Lycopin
38 536 536 531 Dodecapreno-g-Carotin

n ist die Zahl der C-Atome des Polyensystems, d. h. gleich der doppelten Zahl der konju-
gierten Doppelbindungen.

4, ist das Reziproke der Frequenz berechnet nach GL. (10) u. (11).

A4 ist das Reziproke der Frequenz berechnet nach der vereinfachten GIl. (13).

In beiden Féllen wurde 8, = — 4,0eV; §, = — 2,6 eV verwendet. Die experimentellen
Daten stammen von Braupz [2] sowie KarrER und ExesTER [19], z. T. beziehen sie sich
nicht auf einfache Polyene, sondern Naturstoffe, die ein Polyen-System enthalten.
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Bine &hnliche Beziehung erhielt Kvax [23] aus dem Elektronengasmodell mit
einem sinusférmigen Storpotential. Falt man § und § (oder damit gleichbedeu-
tend B, und f3,) als semiempirische Parameter anf und paBt sie den empirischen
Frequenzen an, so findet man fiir die Polyene als giinstige Werte §;, = — 4,1 eV;

s =—27eV(d.h. g=—34eV, 6= —0,7eV). Die mit diesen Werten berech-
neten Frequenzen sowohl unter Benutzung von (12) als von (9) und (10) sind in
der Tabelle mit den beobachteten Frequenzen zusammengestellt. Die Werte fiir
B und j, sind nicht unverniinftig, wenn man bedenkt, dafl SALEM [45] bei einer
strengen, d. h. nicht stérungstheoretischen Behandlung der Polyene im Rahmen
der HMO-Methode, 8, = — 4,0 eV, f, = — 2,88 6V als besonders giinstig fand.
Der formale Vergleich zwischen stoérungstheoretischer und strengen HMO-Be-
handlung sei aber jetzt noch zurtckgestellt (s. Kap. 6).

4. Polymethine in Stérungsrechnung 1. Ordnung

Struktur- und Alternierungsmatrix sind wieder durch (9') gegeben, nur mit
n—1

dem Unterschied, da8} jetzt £ in beiden Féllen von 1 bis lauft (n ist ungerade).

Fir ¢, und #; gilt (10), nicht jedoch fiir 4y®). Bei einem Polymethin-Kation ist
= —n—;—1~ g = e ; ! , bei einem Anion f = ntl g = z ;r 3 .In beiden Fallen er-

2 3
gibt sich [3]

it

W =2 | B | sin

n+ 1

lim @ — En'_g_‘} . (14)

n—>0Q *

DaB die Stérung 1. Ordnung der Eigenwerte wverschwindet, ist leicht ohne
Rechnung einzusehen, da die Stérung antisymmetrisch in Bezug auf das topolo-
gische Zentrum des Molekiils ist und deshalb alle Matrixelemente des Typs

n 0
s= ¢t At
verschwinden miissen.
Hohere Ordnungen der Storungsrechnung seien noch zuriickgestellt.

5. Zyklisehe Polyene in Storungsrechnung
Die Zahl der Atome sei wieder n (gerade). Topologische und Alternierungs-
matrix ergeben sich zu:

{ 1 wennv =y + 1
Tiw = 0 sonst
(15)
1 wenn y = 2k — 1, v = 2k oder umgekehrt
Ay =1y —1 wenn y = 2k, v = 2k 4 1 oder umgekehrt
0 sonst .

Dabei ist k beliebig und die Gleichheitszeichen in (15) sind Modulo » zu verstehen.
Die Losungen des ungestérten Problems sind:
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1 . n n n
cj‘u:‘/}[ezmuy/n 7:_?’_?+17...+E_
xj:2eos27’:’ (16)
) — in

v 4 |f|sin ”
_ n -2 " +2
- L 4 :g— = M
Es ist leicht zu beweisen, da
hAy® = —416|Re > cf, A,y =0 (47)

(# <v)=1
d. h., daB die Stérung 1. Ordnung des Ubergangs verschwindet.
Da die Stérung 1. Ordnung verschwindet, liegt es nahe, diejenige 2. Ordnung
zu berechnen. Die einzigen nichtverschwindenden Matrixelemente des Stor-
operators sind die folgenden:

.. 2mg
—24sin-21 .
n

A

Qi+ 5
Speziell fiir die Storung des langwelligsten Einelektronentibergangs erhéilt man:

277

‘A”_,_llz 8 §2 gin? e cos? —

Ry =28t = — — T — 2t 2 (18)
& —&+ & 4lﬁ|cos_ﬂ Bl sin
n n

Fir groBes n kénnen wir wieder cos st/n ~ 1 und sin i/n ~ 5z/n setzen, d. h.

lim 7 Ay® — & 27 (19)

00 18l =
D. h. aber, die Storung 2. Ordnung ist proportional der Zahl der Atome % im
Ring — ein tberraschendes Ergebnis, denn es scheint zu bedeuten, daf fiir

groBes n die Stérung und damit die Frequenz des Ubergangs beliebig groB wird,
wahrend fiir kleines #n v ja ebwa wie 1/n geht. Die Erklarung fur dieses merkwiirdige
Resultat liegt darin, daf} die Stérungsentwicklung fiir beliebig groBes » nicht
konvergiert.

6. Vergleich zwischen Storungsrechnung und strenger Beriicksichtigung
der Bildungsalternierung bei Ring-Polyenen
Transformiert man die Hiickelmatrix eines zyklischen Polyens auf die unge-
storten MO als Basis, so ist sie in 2 x 2-Blocks der Form

2 .. 2my

2f cos i 284 sin—

n

R 2mg
—28isin> ! — 2 f5 cos i
n n

faktorisiert, woraus sich die Higenwerte einfach ergeben zu (s. auch [26, 27, 571])
=« 1/4,8200s2 —Zl + 487 sin2 277

12

B anV (SN2 ,2a)
—rxi2,6’oos—n~ 1+<E> tg pll (20)
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Die Wurzel 148t sich innerhalb ihres Konvergenzradius in eine Reihe ent-
wickeln:
j &2 27§

a;:zxi2[7’cos~2%(1—f—2—ﬁ—-tg2 - N R )
_ 2 | ® a2
= + 2f cos + ﬁsm . cos at (21

Diese Entwicklung ist (als eine solche nach Potenzen von ) identisch mit
derjenigen der Rayleigh-Schrodingerschen Stérungstheorie. Der Konvergenz-
radius, fiir den diese Entwicklung gﬁltig ist, ist gegeben durch:

[ LRELE (22)
oder speziell fiir
. n—2 7 B
Fir grofes n entspricht das niherungsweise:
n <z ‘ L4 (24)

Es gibt also fiir gegebenes f und § ein maximales #, fiir das die Stérungsentwick-
lung gerade noch konvergiert. Da 8/8 zwischen 0,1 und 0,2 liegt, kann man ab-
schitzen, dafl das maximale # in der GréBenorndung von 20 liegt, Schliisse fiir
beliebig groBes n sind stérungstheoretisch nicht méglich. Ubrigens ist der Kon-
vergenzradius fiir die verschiedenen Eigenwerte der Hiickel-Matrix verschieden
gro3. Fur den (f-k)-ten Eigenwert (£ < n) konvergiert die Storungsreihe, sofern »
s (2k + 1) w f/6, andererseits fiir den j-ten en) Kigenwert (j < n) sofern » >
275 und fiir § = n/8, sofern ¢/f < 1.
Fiir grofles n kann man die Wurzel in einer anderen Weise entwickeln:

8y~zx+2§sm Vi (——> ctg? 27

*cx+2§s1n [1+2<ﬂ> ctgz-nij—l— ----- J (25)

Diese Entwicklung hat nichts mit Stérungstheorie zu tun, zumal der Fall
B0 = 0 physikalisch unsinnig ist. Immerhin kann man erkennen, wie Ay fiir grofes
n von n abhingt. Mit § = f erhédlt man:

hv:é&.é[cosﬁ[i—}—%(ﬁ)z-tgz% + }
nlirgokv_4|6f<1f*>[1+2<f_>2fi_|_... (26)
:4[5}[1%’—‘@(% . 1) + ]

Die Frequenz geht also wie a -+ ;bg Anders als bei kettenformigen Polyenen,

wo die Bindungsalternierung ein wesentliches Merkmal auch — und besonders —
fiir kleines # ist, sollte diese bei Ringen erst fiir groBes »n auftreten [27, 35, 51], nur
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der Fall von groBem » — fiir den die Stérungstheorie divergiert — ist also von
Interesse. Zur Deutung der Spektren ringformiger Verbindungen reicht bekannt-
lich das Modell der Einelektroneniiberginge nicht aus.

Der Ubergang f — g entspricht trotzdem niherungsweise der sog. p-Bande in
der Clarschen, bzw. L,-Banden in der Plattschen Nomenklatur, die nicht immer
die langstwellige Absorption darstellt und die i. a. intensitdtsschwach ist (s. z. B.
[34]).

In diesem Zusammenhang ist von Interesse, dall die stabilste Anordnung ring-
féormiger Polyene wahrscheinlich weder gleichen Bindungsléngen noch einfacher
Alternierung entspricht, sondern, jedenfalls beim 18-Annulen [1], einer Struktur
mit abwechselnd zwei kurzen und einer langen Bindung. Aber auch eine solche
Alternierung sollte in erster stérungstheoretischer Ndherung ohne Einflu auf die
Spektren sein. Neuere eingehende quantenchemische Rechnungen zu den Annu-
lenen [4, 12, 44, 52] lassen erkennen, daB das Verstandnis von deren Spektren
noch grofle Schwierigkeiten bereitet, und dafl Bindungsalternierung fiir deren
Besonderheiten offenbar nicht verantwortlich ist.

7. Vergleich zwischen storangstheoretischer und strenger Behandlung
bei linearen Polyenen. Abschiitzung des Konvergenzradius

Auch fir lineare Polyene mit idealisierter Bindungsalternierung lassen sich
die Eigenwerte der Hiickel-Matrix angeben [26]:

B 1/  [O\%, , O
g=un+2p cos;]/i -+ <F> tg? ?j (28)

Nur sind die §; jetzt nicht a priori bekanut, sondern als Losung aus der trans-
zendenten Gleichung:

(B +8) sin-d; = (8 — &) sin (g + 1) 9 (29)

zu bestimmen. Anders als bei Ringpolyenen hangt & noch von 8/ ab. s liegt an
dieser Abhangigkeit, dafl in der Entwicklung von & nach d/f ein lineares Glied auf-
tritt. Der Konvergenzradius der Storungsentwicklung 146t sich jetzt nicht so ohne
weiteres bestimmen, aber man kann ihn abschéatzen.

Wir bedienen uns einer von SCHRODER [46] angegebenen Abschétzung (s. anch
Rerricu [40]). Es gilt allgemein (wovon man sich leicht selbst iiberzeugt) fir
nicht verzweigte Systeme, dafl

|| =2 ||ull, (30)

wenn U die Alternierungsmatrix und u ein beliebiger Vektor ist und die Doppel-
striche das Bilden der Norm bedeuten. (Bel verzweigten Systemen hat man den
Faktor 2 durch 3 zu ersetzen.) Sei ferner d der Abstand des ungestoérten Eigen-
wertes zy von T, fiir den wir uns interessieren, zum néchsten Eigenwert, so erhélt
man als untere Schranke fiur den Konvergenzradius der Entwicklung nach Po-
tenzen von /8

QZ%———’:—l. (31)
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Diese Abschétzung soll bei zyklischen Polyenen getestet werden, wo wir den
strengen Konvergenzradius kennen. Hierbei ist

A =0
d=Min {| 2y — g |; | 2 — %, |}:Min{4sin%;4sin %0082—;} (32)

. = 2x 2 . T 27
=4 sin —cos — ; 0 = 3 8in— cos— .
n n n n

Diese Schranke ist um einen Faktor § cos —E cosafn , d. h. ~ 3 fiir geniigend grofies

n kleiner als der tatsédchliche Konvergenzradius*.

Bevor wir eine analoge Abschitzung fir keftenformige Polyene machen, be-
denken wir, dafl sowobl die topologische als auch die Alternierungsmatrix inva-
riant sind gegeniiber einer Inversion am Symmetriezentrum des Molekiils und dal
beide Matrizen bei der Transformation zu Symmetriekoordinaten in je zwei
Blocks faktorisiert werden, entsprechen symmetrischen und antisymmetrischen
Eigenvektoren. Wir kénnen demnach die symmetrischen und antisymmetrischen
Lésungen getrennt behandeln. Gl. (30) gilt fir jeden der beiden Blocks. Als d in
GL. (31) ist jetzt der Abstand von zy zum nichsten Eigenwert, der zu einem Eigen-
vektor der gleichen Symmetrie gehdrt, zu nehmen.

~

4 7T 24
- s in-1 3
A= 7% gy M (33)
d = Min {| xp |5 |2 [} = Min{ 4 sin o8 ———: 4 sin
I A AL Vi nrl C2m 1)’
7 37 . 44 3n
'mc‘)smj} =i S ST (34)
| 4 si 7 3n
‘ Smn+1 0082(7@-)—1)
0= (35)
|6 4 . 7 NP
T 2™ w1 |
JT
2 n+ 1 2n 2
limg > 2 w1 2 N (36)
e 34 . <3+ ~) (n +1)
n+1 7T 14

Die Abschitzung fiir g ist also etwa die gleiche wie im Falle der zyklischen Polyene.
Nimmt man an, dal das Verhéltnis zwischen dieser Abschitzung und dem wahren
Konvergenzradius ebenfalls gleich ist (d. h. 2:3), so bedeutet das — unter der
Annahme §/f ~ 0,15 — daBl die Stérungsentwicklung fiir etwa » < 20 konver-
giert.

* Zusatz bei der Korrektur. Eine etwas bessere Abschatzung wurde von T. Karo [J. Fac.
Sci. Tokyo I/6, 145 (1921)] angegeben. Danach kann man den Faktor 3 im Nenner in (31)

durch 2 ersetzen und A4;r weglassen. Die im AnschluB an (36) geduBerte Vermutung, dall
der tatséchliche Konvergenzradius mindestens um einen Faktor 1,5 grofler ist als der nach
der ScERODERschen Abschitzung folgt streng aus derjenigen von Karo.
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8. Vergleich verschiedener Storungsreihen
Im Falle der zyklischen Polyene ist, weil die Sakulargleichung in 2 x 2-Blocks
faktorisiert ist, das Ergebnis der Brillouin-Wignerschen Stérungsrechnung, wie
das fiir 2 x 2-Matrizen allgemein gilt, gleich dem der strengen Losung der Sakular-
gleichung.

g 2]
lAij+£12 2mg 4 0% sin®
AP =5 — § = ———— =g —2fco ; (37)
J Tog—g e 27y
T+ j—2ﬁcos——
n
fithrt zu einer quadratischen Gleichung fiir &5 mit der Losung
27j é ., 2n9
- g 270 Y g2
g =20 ‘/eos — + 5 sin? —-= . (38)

Die Brillouin-Wignersche (B.W.) Reihe bricht nach der 2. Ordnung ab und kon-
vergiert (im Gegensatz zur Rayleigh-Schrédinger-Reihe) fiir alle positiven Werte

von d/f .
Dieses giinstige Abschneiden der Brillouin-Wignerschen Reihe legt nahe, sie
auch bei linearen Polyenen zu verwenden, — mit der Erwartung, daf man den

Konvergenzradius so entscheidend vergrofiern kénnte. Das Ergebnis ist eher ent-
téduschend. In Fig. 1 sind u. a. die Frequenzen des langwelligsten Ubergangs der
Polyene in verschiedener Niherung unter Annahme des plausiblen Wertes 6/ =
0,15 verglichen. Wahrend die 2. Ordnung der Rayleigh-Schrodingerschen St6-
rungstheorie erst fiir unendliche Kettenlange unendlich wird, zeigt die 2. Ord-
nung der Brillouin-Wignerschen Reihe bereits fiir endliche # Singularitdten. Diese

15—
_y
I
L0
N a Polyene
pa) b Polymethine
a5
d
S =015
B
L ! i
°°n5%3525207775 2z 109 8 7 6 5 4

Fig. 1. ¥requenz des langwelligsten Elektroneniibergangs der Polyene und Polymethine in Abhingigkeit von der
Kettenlinge in verschiedenen Niherungen.
vy: gerechnet mit idealisierter Geometrie
vyt wie v, aber mit Berficksichtigung der Stérung 1. Ordnung
vy: einschiieBlich der 2. Ordnung der Rayleigh-Schridingerschen Stérungstheorie
vBw: einschlieBlich der 2. Ordnung der Brillouin-Wignerschen Storungstheorie
v: strenge Beriicksichtigung der Alternierung im Rahmen der Hiickelschen MO-Methode
der senkrechte Strich bei » = 20 markiert den Konvergenzradius der R.S.-Entwicklung

30%
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kommen immer dann zustande, wenn die gestorte Energie ¢ mit der ungestorten
Energie eines ,,niedriger*’ liegenden Orbitals g;-’ zusammenfillt — je groBer n ist,
um so dichter liegen die ungestérten ¢}-Werte — so daB die gestorte Energie des
héchsten besetzten Orbitals iiber eine ungestérte Energie nach der anderen hin-
wegwandert. Daran éndert sich auch nichts wesentlich, wenn man statt der ein-
fachen Brillouin-Wignerschen Reihe die modifizierte Reihe verwendet, bei der der
Diagonalanteil des Storoperators zum ungestérten Problem geschlagen wird.

Es sei bemerkt, dafl die Storungsenergien nicht iterativ berechnet wurden, wie
sich das eigentlich gehort, sondern unter Einsetzen der in diesem Falle bekannten
exakten Eigenwerte im Nenner der Stérungssumme (zur Konvergenz der B.'W.-
Reihe vgl. Lowpin [28]).

Aus den bekannten strengen Losungen dieses Problems geht hervor, daf die
Reihenfolge der Energieniveaus bei Variation des Parameters 6/8 erhalten bleibt
[26]. Bricht man die Reihe nach einer bestimmten Ordnung ab, kann sich die
Reihenfolge aber durchaus &ndern. Die Energie & des hochsten besetzten Orbitals
bis zur 1. Ordnung der R.S.-Reihe ist bei Polyenen fiir grofes n gegeben durch

40
nﬂfl + E2 (39)

&P = o +

diejenige ¢, des zweithochsten Orbitals zu:
3pn 44

1)y _ i
A N (40)
Die beiden Kurven &" (6/8) und & (§/f) iiberschneiden sich, wenn
3n% 6
n="F g -1 (41)

d. h. fiir 6/f = 0,15, wenn n = 5a2 — 1 ~ 50, also fiir Werte, fiir die sowieso keine
der diskutierten Storungsentwicklungen mehr konvergiert.

Es lassen sich Storungsentwicklungen definieren (FEENBERG, FREDHOLM [33]),
die fiir beliebig grole Werte des Stérungsparameters konvergieren und die bis zur
ersten Ordnung mit der R.S.- und B.W.-Reihe iibereinstimmen. Man kann darin
eine Rechtfertigung dafiir erblicken, daff die Stérungsenergie 1. Ordnung im
Gegensatz derjenigen 2. Ordnung auch dann noch einen Sinn hat, wenn die kon-
ventionellen Stérungsentwicklungen divergieren und daf deshalb — bei ge-
niigender Vorsicht — auch Schliisse fiir » gegen unendlich méglich sind.

9. Allgemeine Diskussion und SehluBfolgerungen

Es wurde gezeigt, daB sich ungeséttigte organische Verbindungen mit alter-
nierenden Bindungslingen in einfacher Weise im Rahmen der Hiickelschen
Methode so behandeln lassen, dal man zuerst die Rechnung unter der Annahme
idealisierter Geometrie durchfiihrt und anschliefend die Bindungsalternierung
storungstheoretisch beriicksichtigt.

An drei reprisentativen Verbindungsklassen wurden zwei Moglichkeiten fir
den Einflul der Bindungsalternierung auf die langwelligste Absorptionsbande ge-
funden:

B — By

ist, verandert die
B+ Be

Frequenz O-ter Ordnung um einen Betrag, der in einer homologen Reihe unab-

a) Die Stérung 1. Ordnung, die proportional zu §/f =
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héngig von der Zahl n der ungesattigten Atome ist. (Beispiel Polyene oder auch
etwa Polyacetylene.)

b) Die Stérung 1. Ordnung verschwindet (Beispiel Polymethine, zyklische
Polyene oder Annulene, ferner auch Kumulene, schlieBlich ,,basische® Farbstoffe,
wie Triphenylcarboniumsalze).

Man kann dieses unterschiedliche Ergebnis qualitativ verstehen (s. Fig. 2).
Im Falle a) eines Polyens hat das hochste besetzte Orbital dort Béuche, wo die
kurzen Bindungen sind (in der Abbildung als Doppelbindung idealisiert), die ein
starker attraktives Potential fur die Elektronen bedeuten. Das Orbital wird
deshalb in 1. Ordnung energetisch stabilisiert. Fiir das niedrigste unbesetzte
Orbital ist es genau umgekehrt, die Absorptionsfrequenz wird insgesamt erhoht,
die Absorptionswellenldnge verkleinert. Bei lingeren Ketten ist die Amplitude an

W?)%”

2/

n=9 ~ ;
~~— ~— ol

—S = 7w

Fig 2. Veranschaulichung des Einflusses der Bindungsalternierung auf die Energien des hochsten besetzten und
des niedrigsten unbesetzten Hiickel-MO fiir eine geradzahlige und eine ungeradzahlige Kette von ungesittigten
C-Atomen

2 . 2
h drat ~
n+1,1rQua & n+1’

die Zahl der kurzen Bindungen proportional n,so dall auch anschaulich verstdnd-
lich ist, warum die energetische Stabilisierung insgesamt von n praktisch unab-
hingig ist.

Im Fall b) eines Polymethins (fiir Annulene ist es dhnlich) haben — unter der
Voraussetzung, dal3 auch hier abwechselnd kurze und lange Bindungen auftreten,
was theoretisch erst fiir » > 30 vorausgesagt wurde — Alternierung und hochstes
besetrztes Orbital auch nahezu die gleiche Periodizitdt, aber die Stérung ist anti-
symmetrisch. Einem Bauch tber einer kurzen Bindung auf der einen Seite ent-
spricht ein solcher {iber einer langen Bindung spiegelbildlich dazu, so da8 insge-
samt die Storung 1. Ordnung verschwindet.

Man erkennt anschaulich auch leicht, daB Orbitale mit einer anderen Perio-
dizitit als derjenigen von zwei Bindungsldngen wesentlich stérungsunempfind-
licher sind und daBl umgekehrt eine andere Unregelm#fBigkeit in den Bindungs-
langen als Alternierung zwischen kurzen und langen Bindungen sich auf die lang-
welligste Absorption nur minimal auswirken kann,

den Béuchen wegen der Normierung proportional V
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Folgendes Nebenergebnis ist noch von Interesse. Zumindest bei den kiirzeren
Polyenen findet man im 1. angeregten Zustand im Gleichgewicht dort kurze Bin-
dungen, wo im Grundzustand lange sind und umgekehrt (s. z. B. [38]). Fur die
0-0-Ubergiinge ergibt sich damit, daB sowohl die Energie des hochsten besetzten
als die des niedrigsten unbesetzten MO’s stabilisiert wird, die Differenz also nahezu
unverandert bleibt. Fiir die 0-0-Uberginge sollte — im Gegensatz zu vertikalen
Ubergingen — die Frequenz in erster Naherung tatsachlich proportional zu ;:1;1—
sein.

Sowohl bei Polymethinen als bei Ringpolyenen wirkt sich eine eventuelle
Bindungsalternierung in 4. Ndherung nicht auf das Spektrum aus. Daraus folgt,
daB es nicht ganz einfach sein muB, aus den Spektren eindeutig zu schlieBen, ob
Bindungsalternierung vorliegt oder nicht. Die Schwierigkeiten, die man mit den
Spektren des 18-Annulens hatte, sprechen ganz in diesem Sinn.

Ganz gleich, welcher der beiden erwihnten Félle vorliegt, so wirkt sich die
Bindungsalternierung in 1. Ndherung nur so aus, saf sie zur Frequenz 0-ter Ord-
nung des langwelligsten Ubergangs eine additive Konstante hinzufiigt, die fiir die
Verbindungsklasse charakteristisch ist. Damit ist das in der Einleitung erwihnte
Verfahren, in dem das Auftreten einer solchen Konstante ad hoc gesetzt wird [50],
jedenfalls teilweise gerechtfertigt.

Es liegt nahe, den Einflufl der Bindungsalternierung in adhnlicher Weise im
Rahmen der Pariser-Parrschen Methode zu diskutieren, um auf diese Weise wahr-
scheinlich rechtfertigen zu konnen, dafl das Rechnen mit idealisierter Geometrie
i. 8. nicht zu nennenswerten Fehlern in den berechneten Spektren fiihrt. Hierzu
bietet sich z. B. die ,,doppelte Stérungstheorie” von DaLeaRNO et al. und SCHWARTZ
an (bzg. Einzelheiten s. [17]), oder im Rahmen einer SCF-Theorie — da der Stér-
operator ein Einelektronenoperator ist, McCWEENY’s Stérungstheorie der Dichte-
matrix [31] (s. ferner [25, 497).

Die obigen Uberlegungen machen es qualitativ versténdlich, da in den kata-
kondensierten Kohlenwasserstoffen, die sich durch ein gestortes Perimeter-
Modell [16, 36] beschreiben lassen, die Abweichungen von der idealisierten Geo-
metrie keinen wesentlichen Einfluf auf die Spektren haben kénnen.

In Bild 1 sind fiir einen plausiblen Wert von §/8 = 0,15 die langwelligsten Ab-

sorptionsfrequenzen fiir Polyene und Polymethine gegen aufgetragen. Ohne

n+1
Beriicksichtigung der Alternierung erhalten wir fiir beide Verbindungsklassen
praktisch die gleiche Kurve, die nahezu eine Gerade ist, die durch den Nullpunkt
geht. Bei Polyenen wird diese in 1. Naherung parallel verschoben, wihrend sie
bei Polymethinen unverdndert bleibt. Neben der strengen Lésung des gestorten

. . . _ . 7 0 2
Problems (die bei Polymethinen #v = 2§ sin ——— - 1/1 + <§> ctg® — "l

[3]) sind auch die Ergebnisse der Rayleigh-Schrédingerschen Stérungsrechnung bis
zur 2. Ordnung (die innerhalb ihres Konvergenzradius sehr befriedigend ist) und
der Brillouin-Wignerschen Stérungsrechnung angegeben. Angesichts der Tat-
sache, dal man den Konvergenzradius oft nicht kennt, und dafB die Formeln fir
die hoheren Storungsbeitrage recht komypliziert sind, wird man auf deren Berech-
nung, von Ausnahmen abgesehen, i. a. verzichten.

?__ lautet
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Man kann natiirlich fragen: wozu Stérungsrechnung, wenn bei den hier disku-
tierten Beispielen doch die strengen Losungen bekannt sind ? In diesen speziellen
Fillen kennen wir sogar geschlossene Formeln; eine strenge Losung der Hiickel-
schen Sikulargleichungen mit verschiedenen f-Werten ist natiirlich numerisch
fiir jedes beliebige Problem méglich. Fiir die Stérungsrechnung sprechen aber
doch einige Argumente.

1. Den Wert von §/8, der der tatsdchlichen Bindungsalternierung entspricht,
kennt man i. a. nicht a priori, man wére also bei einer herkémmlichen Losung dex
Sakulargleichung darauf angewiesen, die Rechnung fiir eine Reihe von §/f-Werten
getrennt durchzufithren, wéhrend die Stérungstheorie (jedenfalls diejenige nach
Rayleigh-Schrodinger) das Ergebnis fir alle moglichen Werte der Alternierung
gleichzeitig liefert.

2. Das Verfahren ist von grofler Allgemeinheit und kostet viel weniger Rechen-
zeit als eine vollstédndige Losung der Sékulargleichung.

3. Die Storungstheorie gibt an, wie sich z. B. die Eigenwerte der Hiickelmatrix
verindern, wenn man von der idealisierten Geometrie zum Fall alternierender
Bindungen tibergeht. Diese Anderungen sind nicht so sehr davon abhingig, ob die
Methode, in deren Reihe man sich befindet (hier die Hiickelsche MO-Methode),
absolut gesehen eine gute Néherung ist oder nicht.

4. Angesichts der grob vereinfachenden Annahmen, auf denen die Hiickelsche
Methode beruht, ist es nicht sehr problematisch, noch eine weitere Vereinfachung
einzufiihren, indem man sich auf eine stérungstheoretische Version 1. Ordnung
beschrankt — sofern letztere durch die Erfahrung bestétigt wird [7]. Auch die
Hiuckelsche Methode als solche leitet ihre Berechtigung von der Bestatigung durch
das Experiment her.

5. Die storungstheoretische Behandlung der Bindungsalternierung ist anschau-
lich und deshalb besonders von didaktischem Interesse.

Auf die grundlegende Leistung Kunxs [23], der die Besonderheiten im Spek-
trum der Polyene auf die Bindungsalternierung im Rahmen des Elektronengas-
modells zuriickfithren konnte, wurde schon hingewiesen. Man kann sich nun ange-
sichts der von RUEDENBERG herausgestellten Aquivalenz zwischen Hiickelscher
MO- und Elektronengas (FE)-Methode [41, 43, 47] fragen, wieweit es sinnvoll ist,
das gleiche Problem im Rahmen der MO-Methode noch einmal aufzurollen. Dazu
ist aber zu antworten, daB die Aquivalenz von MO- und FE-Schema im Falle
alternierender Bindungen a priori gar nicht gegeben ist sowie ferner, dafl in der
Praxis des organischen Chemikers die Hiickelsche Methode bekannter und leichter
anzuwenden ist, so daB Argumentationen im Rahmen der ersteren schon aus
didaktischen Griinden vorzuziehen sind.

Es soll nattirlich nicht ibersehen werden, dal es zur Berechnung der Elek-
tronenstruktur ungesattigter Verbindungen und ihrer Spektren Methoden gibt,
die wesentlich besser als die einfachen Hiickelschen MO-Methoden sind. Bei
Polyenen hat sich z. B. besonders die Methode der ,,Molekiile in Molekiilen
[39, 48] bewihrt, bei der die Wellenfunktion des Systems aus denjenigen von
Athyleneinheiten aufgebaut wird. Damit gelingt es auch, die Frequenzen der hohe-
ren Anregungen richtig zu erfassen, was im Rahmen der Hiickelschen MO-Methode
nicht moglich ist.
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Bei der Diskussion der Unterschiede zwischen Polyenen und Polymethinen
bzw. Annulenen spielte die Tatsache eine Rolle, daf letztere im Gegensatz zu
ersteren sich durch zwei ,dquivalente’ Resonanzstrukturen beschreiben lassen
(s. z. B. [38]). Das ist aber ein Zirkelschlul}, denn die beiden Resonanzstrukturen
sind nur dann dquivalent, wenn die Bindungslingen gleich sind, und ob diese
gleich sind oder nicht, héngt von mehreren Faktoren ab, u. a. auch der Energie
der o-Bindungen und wahrscheinlich auch der Elektronenwechselwirkung. (Be-
ziiglich einer Kritik an der Uberschitzung der Resonanz vgl. [9]).

Diese Arbeit sollte vor allem im Zusammenhang mit den heute wichtigen Ver-
suchen gesehen werden, kritisch zu priifen, in welcher Weise man ein Modell ver-
einfachen oder idealisieren darf, ohne die Ergebnisse entscheidend zu dndern. Im
Rahmen der Hiickeltheorie kann die Bindungsalternierung vernachléssigt werden,
wenn man nicht einfache Proportionalitidt, sondern eine allgemeine lineare Be-
ziehung zwischen berechneten und experimentellen langwelligsten Absorptions-
frequenzen fordert.

Der Verfasser mochte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. W. A. BiNgzL herzlich fiir sein
Interesse an dieser Arbeit danken. Dank gebiihrt ferner den Mitgliedern des ,,Laboratoire de
Chimie Quantique* in Paris, mit denen der Verfasser Gelegenheit hatte, wihrend eines Be-
suches in Paris tiber das Thema dieses Artikels zu diskutieren. Dieser Besuch wurde im Rah-
men des ,,Nato research grant“ Nr. 223 méglich gemacht.

Die erforderlichen numerischen Rechnungen wurden auf der Gottinger IBM 7040 durch-
gefiihrt.
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